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計算機技術が飛躍的に進歩した現在においても、計算工学の根底を支える学問としての連続
体力学の重要性が失われることはありません。連続体力学の数理的な基礎となるテンソル代
数・テンソル解析について、きちんと学びたい、改めて学び直したい、と考える読者も少な
くないのではないでしょうか。そこで本チュートリアルでは、東京電機大学の登坂宣好先生
に、連続体力学のためのテンソル代数・テンソル解析の基礎について、解説をお願いいたし
ました。なお、チュートリアル記事は1ページ目のみを本誌に掲載し、続きは日本計算工学
会HP上で公開していますので、そちらも併せてご参照ください。

第３講概要
第2講でテンソルを「線形空間上の線形写像」として
位置づけた。なお、この場合のテンソルはいわゆる「2
階のテンソル」である。対象とする線形空間として、2
種類の線形空間、すなわち線形空間Vとその双対空間
V*が考えられるので、線形空間上の線形写像として4
種類の線形写像が定義できることを示した。
線形写像は、線形空間に基底を導入することによっ
て、「表現行列」として表されることを線形代数学で
習ってきた。これも線形写像の一つの表現である。し
かし、線形写像は線形写像空間L（V）の元であるから、
この線形空間に基底を導入すればその線形結合とし
て、ユニークに表されなければならない。本講では、
このような線形代数学の基本的な考え方に基づき、線
形写像それ自体の表現について考える。その際に必要
となる概念が、基底ベクトルの「写像積」である。種々
の線形写像に対して、基底ベクトルの写像積を用いた
表現を与えることにする。
第3講では、各線形写像空間の元としてのテンソルを
線形空間に基底を導入することによって得られる様々

な具体的な表現について考える。すでに、第1講で主張
したように、連続体力学の基本的な量は、変形勾配テ
ンソル（または歪テンソル）と応力テンソルである。こ
の量の性質を捉えるためにはそれに対応するテンソル
の表現が必要となる。例えば、応力や歪の主軸問題（主
応力・主歪）にはテンソル（線形写像）のスペクトル表
現（射影表現）が有効となる。変形勾配の伸縮変形と回
転変形の分離に対しては、テンソルの極分解が必要と
なる。これらの表現は、線形写像の固有値問題を解く
ことによって得られる固有値と固有ベクトルを用いて
写像積で与えられる。特に、連続体力学における変形
勾配テンソルの「伸縮変形」と「回転変形」の積として表
される極分解に対する写像積表現を示すことにする。
第2講で、線形写像空間L（VE, R）≡VE* の元である線
形関数に対して、スカラー積を用いた表現定理（7.3節
式（57））を述べた。本講では、交代（反対称）線形写像
空間の元である交代線形写像に対して、ベクトル積を
用いた表現定理を述べ、交代線形写像と軸ベクトルの
関係についても言及する。
以上、この第3講では、線形写像としてのテンソルを
連続体力学における応力や歪とする場合に有効な様々
な表現を与える。その各章は次の通りである。

1　はじめに
2　写像積
3　線形写像の表現
4　線形写像のスペクトル表現
5　線形写像の極分解
6　交代線形写像の表現
7　高階テンソル

テンソル代数・テンソル解析-
－連続体力学の数理的基礎－

第３講 テンソル代数Ⅱ
－テンソルをどのように表すのか－
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1 はじめに

第１講で示したように連続体力学では、線形写像を
テンソルと捉える立場が有効である。何故ならば、応
力や変形勾配から定義される歪等はそのようなテンソ
ル量である。このような量を理解するには、テンソル
を理解するのに適合した表現が必要となる。例えば、
応力や歪の主軸問題や変形勾配の極分解である。そこ
で、本講では、線形写像を対象として、その様々な表
現を与えることにする。そのためには、線形写像空間
の基底を定める必要があり、写像積の概念を導入する。
なお、テンソル場の微分量を定めるためには、写像

積の概念を拡張する必要があるので、それについても
触れる。

2 写像積

　第２講 8 節で定義した４種類の線形写像に注目
する。これらの線形写像を表現するために、線形空間
V ≃ V ∗∗とその双対空間 V ∗の各元の間に次のような
新しい演算を導入する [1]。

定義　 写像積　� �
線形空間 V ∼= V ∗∗ とその双対空間 V ∗ の各元

に対して、次のような線形写像を与える演算を各

元の写像積 (mapping product)とよび、その演算

記号を ⊙で表す。　

1. a ⊙ η ∈ L(V ) ( a ∈ V, η ∈ V ∗ )

( a ⊙ η )[u] := a ( η[u] ) (1)

2. ϕ ⊙ Γ ∈ L(V ∗) ( ϕ ∈ V ∗, Γ ∈ V ∗∗ )

( ϕ ⊙ Γ )[ψ] := ϕ ( Γ [ψ] )

∼= ( ϕ ⊙ b )[ψ] ( b ∼= Γ ) (2)

3. ϕ ⊙ η ∈ L(V, V ∗) ( ϕ, η ∈ V ∗ )

( ϕ ⊙ η )[u] := ϕ ( η[u] ) (3)

4. a ⊙ Γ ∈ L(V ∗, V ) ( a ∈ V, Γ ∈ V ∗∗ )

( a ⊙ Γ )[ψ] := a ( Γ[ψ] )

∼= ( a ⊙ b )[ψ] ( b ∼= Γ ) (4)� �
この定義から写像積は左側の元と右側の元について

それぞれ線形であることがわかる。そこで、上記の定
義中の１番目の写像積を例として、その演算の有する
性質をまとめて以下に示しておく。　

1. (pa+ b) ⊙ η = p ( a ⊙ η ) + b ⊙ η

2. a ⊙ ( pη + ζ ) = p ( a ⊙ η ) + a ⊙ ζ

3. a ⊙ η = Θ（零写像） ⇔ a = 0 or η = θ

なお、写像積との合成写像に関する性質は次の通り
となる。　

1. ( a ⊙ η )( b ⊙ ζ ) = η[b]( a ⊙ ζ )

2. T ( a ⊙ η ) = T [a] ⊙ η

3. ( a ⊙ η )T = a ⊙ T ∗[η]

4. ζ( a ⊙ η ) = ζ[a]η

なお、ここで与えた V 上の写像積は、ユークリッド
線形空間 VE を対象とした場合の写像積として 3.3.2

において改めて定義する。

2.1 線形写像空間の基底

線形空間 V の基底について既に第２講で述べた。さ
らに、ユークリッド線形空間 VE と３次元ユークリッ
ド空間E3では、正規直交基底がとれることも示した。
第２講 8節では、線形空間として４種類の線形写像空
間が構成できることも述べた。そこで、本節では、こ
れらの線形写像空間の基底について考える。
線形空間 V およびその双対空間 V ∗の線形写像の集

合として構成された４種類の線形写像空間の“基底”
が前述の写像積の概念を用いることによって構成でき
るので、その結果を次の定理にまとめておく。

定理 線形写像空間の基底と次元� �
有限次元線形空間 V (dimV = n)とその双対

空間 V ∗, V ∗∗ において、V の一つの基底を G =

{gi} ∼= Σ∗(= { Gi}) とし、その双対基底を
Σ = {σi}とする場合、４種類の線形写像空間の
基底は写像積を用いて、次のように与えられる。

　

1. L(V )の基底 : G ⊙ Σ := { gi ⊙ σj } (5)

2. L(V ∗)の基底 : Σ ⊙ G := { σi ⊙ gj }
(6)

3. L(V, V ∗)の基底：Σ ⊙ Σ := { σi ⊙ σj }
(7)

4. L(V ∗, V )の基底：G ⊙ G := { gi ⊙ gj }
(8)

したがって、上記の４種類の線形写像空間の次

元はすべて n2 となる。　� �
3 線形写像の表現

線形空間の元は、空間に基底を定めることによって
その線形結合として表される。したがって、抽象的な
元はその線形結合を通してその成分を持って具体化さ
れることになる。本章では線形写像空間の元に対する
具体的な表現を与える。　

3.1 線形関数の表現

3.1.1 行列表現

まず始めに線形写像の特別な場合として定義された
線形関数の表現を与える。ただし、以下では、V の基
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底をG = { gi }、その双対基底を Σ = { σi }とする。
任意の線形関数をϕとすると、ベクトルuに対して、

　

ϕ[u] = ϕ[uigi] = uiϕ[gi] = ϕiu
i ( ϕi := ϕ[gi] )

となる。したがって、線形関数 ϕは各基底ベクトル gi
の ϕによる n個の像（実数）ϕi の組 ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn
によって定められる。そこで、この n個の実数の組を
以下のように１行 n列の行列を用いて表し、線形関数
ϕの“行ベクトル”表現とよぶ。

[ϕ] :=
(
ϕ[g1] . . . ϕ[gn]

)
=

(
ϕ1 . . . ϕn

)

3.1.2 双対基底による表現

線形関数 ϕは V ∗ の元であるから、既に第２講 7.1

の双対基底の項で示したように双対基底の線形結合と
して次のように表される。　

ϕ = ϕiσ
i

3.2 線形写像の表現

3.2.1 行列表現

上記の４つの線形写像の中で線形写像 T ∈ L(V )に
ついて示す。有限次元線形空間の基底を G = { gi }
とする。ベクトル uの T による像を vとすると、

v = vigi = T [ujgj ] = ujT [gj ] = T i
jgiu

j

となるので、各ベクトルの基底 Gによる成分の間に
は次の関係が成り立たなければならない。

vi = T i
ju

j

すなわち、n個の成分 ui と vi は n2 個の実数 T i
j に

よって関係付けられる。この n個の関係式を次のよう
に行列を用いて表す。

v1

...

vn

 =


T 1

1 . . . T 1
n

...
...

...

Tn
1 . . . Tn

n



u1

...

un


　この場合、n行 n列行列 [T i

j ]を線形写像 T の基底
Gによる“表現行列”とよぶ。なお、ベクトル uと v

に対する上記の表現は基底 Gによる列ベクトル表現
とよばれている。そこで、上式を基底に依存して定ま
ることを強調して次のように表すことにする。　　　

(v)G = [T i
j ]G (u)G ( v = T [u] )

この表現は、あくまでも２つのベクトルの成分の間
に成立する関係式で線形写像自体の表現を与えている
わけではないことを注意しておく。

3.2.2 写像積表現

第２講８章に示した４つの線形写像空間の基底を用
いることによって、各線形写像自体は次のように基底
による線形結合として表される。　　　

1. T ∈ L(V ) : T = T i
j(gi ⊙ σj) (9)

( T [gj ] := T i
jgi )

2. T ∈ L(V ∗) : T = T j
i (σi ⊙ gj) (10)

( T [σj ] := T j
i σi )

3. A ∈ L(V, V ∗) : A = Aij(σ
i ⊙ σj) (11)

( A[gj ] := Aijσ
i )

4. A ∈ L(V ∗, V ) : A = Aij(gi ⊙ gj) (12)

( A[σj ] := Aijgi )
　

3.2.3 VE 上での写像積表現

既に示したように VE 上の線形関数さらに双対基底
ベクトルの働きは２つのベクトルのスカラー積として
表されるので、VE 上の４つの線形写像は上記の表現
の代わりに以下に示すようになる。　　

1. T = T i
j(gi ⊙ gj) = T i

jg
jl(gi ⊙ gl) (13)

2. T = T j
i (gi ⊙ gj) = T j

i gil(gl ⊙ gj) (14)

3. A = Aij(g
i ⊙ gj) = Aijg

ilgjm(gl ⊙ gm) (15)

4. A = Aij(gi ⊙ gj) (16)

ただし、このでの写像積は基底ベクトルに対して、次
のようにスカラー積を用いて定義される。　　

(gi ⊙ gj)[u] := gi(g
j · u) (17)

なお、この写像積は、文献 [4]等で“テンソル積”とし
て、gi⊗gj と表されているが、本講ではそれと区別す
る。ここで、VE の基底として正規直交基底 S = {ei}
を選ぶと線形写像は共変・反変の区別なく次のように
表される。　　

T = T ij(ei ⊙ ej) (18)

3.3 双対写像の表現

3.3.1 写像積表現

第２講 7.2節の式 (55)で定義した線形写像の双対写
像の表現を以下に与えておく。線形写像 T の線形写像
空間の基底に関する表現を

T = T i
j(gi ⊙ σj)

とすると、双対写像の定義から、T ∗ は次のように表
される。

T ∗[ϕ] := ϕT = ϕ(T i
j(gi ⊙ σj)) = T i

jϕ(gi ⊙ σj)
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ここで、線形関数 ϕと写像積 (gi ⊙ σj)の積に対する
性質を適用すると、

T ∗[ϕ] = T i
jϕ[gi]σ

j = T i
jϕiσ

j

= T i
jσ

j(Gi[ϕ]) = T i
j(σ

j ⊙ Gi)[ϕ]

となるので、同型対応 V ∗∗ ∼= V を考慮して次式のよ
うな表現を得る。　

T ∗ = T i
j(σ

j ⊙ Gi) ∼= T i
j(σ

j ⊙ gi) (19)

　

3.3.2 VE 上での写像積表現

VE 上での線形写像の表現は既に示した線形関数の
スカラー積表現を用いると、T = T i

j (gi ⊙ gj)とな
るので、その双対写像 T ∗ は、T ∗[ϕ]に対して次のよ
うなベクトルのスカラー積表現となる。　　

(T ∗[ϕ])[u] = (w · u) (∀ u ∈ VE)

一方、双対写像の定義から、あるベクトル v ∈ VE が
存在し、

(ϕT )[u] = ϕ[T [u]] = (v · T [u]) = (T a[v] · u)

となるので、次式が成り立つことになる。　

T a[v] = w

ここで、同型対応を考慮すると、

T a[v] = w ∼= T ∗[ϕ] ∼= T ∗[v]

となるので、T ∗ = T aとなる。すなわち、T の双対写
像 T ∗ は VE 上では T の随伴 T a と等しくなり、上記
の T の表現に対して、次のように表される。

T ∗ ≡ T a = T i
j(g

j ⊙ gi) (20)

3.4 線形写像のトレース

線形写像が与えられた場合、それに対し一つの実
数を与えるような働き、すなわち線形写像をそれに
対応する一つの実数に写すような写像を「トレース」
(trace)とよび、Trと表す。既に示したように、線形写
像は４種類存在するので各線形写像に対して、トレー
ス演算を次のように定義する。

定義 線形写像のトレース� �
各線形写像に対するトレース演算を次のような

線形写像空間上の線形関数として定義する。

Tr : L(V ) → R, T ∈ L(V ) → Tr[T ] ∈ R

Tr : L(V ∗) → R, T ∈ L(V ∗) → Tr[T ] ∈ R

Tr : L(V, V ∗) → R, A ∈ L(V, V ∗) → Tr[A] ∈ R

Tr : L(V ∗, V ) → R, A ∈ L(V ∗, V ) → Tr[A] ∈ R� �

ここで、各線形写像が具体的に基底表現されている
場合には、 上記のトレース演算を次のように成分を
用いて具体化できる。　

1. T = T i
j(gi ⊙ σj);

Tr[T ] : = σm[T [gm]] = σm[T i
j(gi ⊙ σj)[gm]]

= Tm
m (21)

2. T = T i
j (σj ⊙ Gi) ∼= T i

j (σj ⊙ gi);

Tr[T ] : = Gm[T [σm]] = Gm[T i
j (σj ⊙ Gi)[σ

m]]

∼= gm[T [σm]] = gm[T i
j (σjδmi )]

= T m
m (22)

3. A = Aij(σ
j ⊙ σi);

Tr[A] : = Gm[A[Gm]] = Gm[Aij(σ
j ⊙ σi)[Gm]]

∼= gm[A[gm]] = gm[Aijσ
j(σi[gm])]

= Amm (23)

4. A = Aij(gj ⊙ Gi);

Tr[A] : = σm[A[σm]] = σm[Aijgj ⊙ Gi)[σ
m]]

= Amm (24)

さらに、線形写像の双対写像のトレースに関しても
次のように表される。

Tr[T
∗] : = Gm[T ∗[σm]] = Gm[T i

j(σ
j ⊙ Gi)[σ

m]]

∼= gm[T ∗[σm]] = gm[T i
jσ

j(gi[σ
m])]

= Tm
m = Tr[T ] (25)

すなわち、双対写像のトレースは、もとの線形写像の
トレースと等しいことがわかる。なお、このような性
質は、VE 上では、Tr[T a] = Tr[T ]、すなわち、随伴写
像のトレースはもとの線形写像のトレースに等しい。
トレース演算の性質について線形空間 V 上の線形

写像を対象として以下に示す。　

1. Tr[T + S] = Tr[T ] + Tr[S]

2. Tr[pT ] = p(Tr[T ])

3. Tr[TS] = Tr[ST ] = T l
mS

m
l = Sm

lT
l
m

次に、L(VE)上の線形写像 T = T i
j(gi ⊙ gj)のト

レースをスカラー積を用いることによって、　

Tr[T ] := (gm · T [gm]) = Tm
m (26)

となる。すると、２つのベクトルによる写像積として
のテンソルに対しては、そのトレースは次のように２
つのベクトルのスカラー積となる。　

Tr[u ⊙ v] = (u · v) (27)
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3.5 線形写像のスカラー積

線形写像に対するトレースの定義から「トレース」
は１つの線形写像に対し実数を定めるような線形写像
である。したがって、「トレース」は、“線形写像空間
L(V )上の線形関数”となる。既に第２講 7.3節で示し
た線形関数のスカラー積による表現定理に対応して、
「トレース」は２つの線形写像の間に「スカラー積」を
導入すれば、そのスカラー積を用いて表現されること
になる。そこで、線形写像空間に次のようなスカラー
積を定義する。　

定義　 線形写像のスカラー積� �
２つの線形写像をA,Bとすると、そのスカラー

積をトレースを用いて次のよう定義する。　　

(A · B) := Tr[A
aB] = Tr[B

aA] = (B · A) (28)� �
線形写像のスカラー積に対して次のような性質を有

することがわかる。　

1. (I · A) = Tr[A]

2. (A · BC) = (BaA · C)

3. ((a ⊙ b) · (u ⊙ v)) = (a · u)(b · v)

4. (u · T [v]) = (T a[u] · v) = (T · (u ⊙ v))

4 線形写像のスペクトル表現

4.1 線形写像の固有値問題

定義 固有値、固有ベクトル、固有空間� �
有限次元の線形空間を V とし、その上で定義

された線形写像を T とする。次式を満たす λと

ベクトル uについて下記のように定義する。　　

T [u] = λu ( u(̸= 0) ∈ V ) (29)

ただし、

λ ∈ R : T の固有値 (eigenvalue)

u ∈ V : λの固有ベクトル (eigenvector)

　Eλ(T ) := {0,u | T [u] = λu} :

　　 T の λに関する固有空間 (eigenspace)

ν(T ) := dim(ker(T − λI)) :

T の固有値 λの重複度 (multiplicity)

Sp(T ) := {λ | det(T − λI) = 0} :

　 T の点スペクトル (point spectrum)

　 det(T − λI) = 0 :

　 表現行列 T の固有方程式 (eigen equation)� �

線形写像の固有値と固有ベクトルに関して次のよう
な性質を有する。ただし、線形写像 T の固有値を重根
も含めて λ1, λ2, · · · , λn とする。

1. detT = λ1λ2 · · ·λn

2. Tr[T ] = λ1 + λ2 + · · ·+ λn

3. T の随伴写像 T a の固有値は T の固有値と一致
する。　

4. T の表現行列を変えても固有方程式は一致する。
すなわち、固有方程式は線形写像 T に“固有”と
なる。　

5. ２つの線形写像に対して、各線形写像の不変量が
同一ならば、同じ固有値を有する。

6. T の相異なる固有値に対する固有ベクトルの組は
線形独立である。

7. 対称線形写像の固有値は全て実数である。その相
異なる固有値に対する固有ベクトルは互いに直交
する。　

4.2 線形写像のスペクトル分解定理

線形写像のスペクトル分解を３次元線形空間 V 3上
の線形写像 T を対象として以下に示す。　

定理 線形写像のスペクトル分解� �
３次元線形空間 V 3 上の線形写像を T とする。

その固有値が全て実数として、λ, µ, νで与えられ

ている場合、T は、固有値の状態に応じて次のよ

うに表現される。　　

1. T = λ(g1 ⊙ σ1) + µ(g2 ⊙ σ2) + ν(g3 ⊙ σ3)

(λ > µ > ν) (30)

2. T = λ(I − g3 ⊙ σ3) + ν(g3 ⊙ σ3)

(λ = µ > ν) (31)

3. T = λI = λ(g1 ⊙ σ1 + g2 ⊙ σ2 + g3 ⊙ σ3)

(λ = µ = ν) (32)

ただし、ベクトル g1, g2, g3は T の各固有値に対

する固有空間Eλ(T ), Eµ(T ), Eν(T )の基底ベクト

ルとし、これらから構成される G = {g1, g2, g3}
を V 3 の基底とする。さらに、Σ = {σ1, σ2, σ3}
を Gの双対基底とする。� �
なお、上記の線形写像のスペクトル分解は、次のよ

うな V 3 の T の固有空間による直和分解　

V 3 = Eλ(T )+̇Eµ(T )+̇Eν(T )

( u = uλ + uµ + uν )　
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に対する射影 (projection)P1, P2, P3 とよばれる以下
の線形写像　

P1 : V 3 −→ Eλ ;

P1[u] := uλ = u1g1 = (g1 ⊙ σ1)[u]

P2 : V 3 −→ Eµ ;

P2[u] := uµ = u2g2 = (g2 ⊙ σ2)[u]

P3 : V 3 −→ Eν ;

P3[u] := uν = u3g3 = (g3 ⊙ σ3)[u]

を導入すると、スペクトル分解 (30 ∼ 32)に対応する
射影分解とよばれている次の表現を得る [2]。　

T = λP1 + µP2 + νP3 (33)

T = λ(I − P3) + µP3 (34)

T = λI = λ(P1 + P2 + P3) (35)

このように T が射影の組によって表される場合、線
形写像 T を半単純 (semi-simple)という。なお、上記
の射影について次の性質を有することがわかる。　

P1P1 ≡ P 2
1 = (g1 ⊙ σ1)(g1 ⊙ σ1)

= σ1[g1](g1 ⊙ σ1) = g1 ⊙ σ1 = P1

P2P2 ≡ P 2
2 = P2, P3P3 ≡ P 2

3 = P3

P1P2 = (g1 ⊙ σ1)(g2 ⊙ σ2)

= σ1[g2](g1 ⊙ σ2) = 0(g1 ⊙ σ2) = O

P2P1 = (g2 ⊙ σ2)(g1 ⊙ σ1)

= σ2[g1](g2 ⊙ σ1) = 0(g2 ⊙ σ1) = O

P1P3 = P3P1 = P2P3 = P3P2 = O

線形写像が対称である場合には、既に述べたように
その固有値は全て実数となり、異なる固有値に対する
固有ベクトルはお互いに直交するので V 3

E 上の線形写
像 T に対して次のようなスペクトル分解となる。　

1. T = λ(e1 ⊙ e1) + µ(e2 ⊙ e2) + ν(e3 ⊙ e3)

= λP1 + µP2 + νP3 (λ > µ > ν) (36)

2. T = λ(I − e3 ⊙ e3) + ν(e3 ⊙ e3)

= λ(I − P3) + νP3 (λ = µ > ν) (37)

3. T = λ(e1 ⊙ e1 + e2 ⊙ e2 + e3 ⊙ e3)

= λ(P1 + P2 + P3)

= λI (λ = µ = ν) (38)

ただし、ベクトル e1, e2, e3は T の実固有値に対する
固有空間Eλ(T ), Eµ(T ), Eν(T )の単位基底ベクトルと
し、これらのベクトルから構成されるS = {e1, e2, e3}

を V 3
E の正規直交基底とする。さらに、各 P1, P2, P3

は V 3
E の T の固有空間による直交直和分解　

V 3
E = Eλ(T ) ⊕ Eµ(T ) ⊕ Eν(T )

に対する正射影 (orthogonal projection)とする。この
結果、対称線形写像は「半単純」である。
以上の定理より、線形写像の各写像積表現によるス

ペクトル分解から考えると、そのスペクトル分解は、
いわゆる線形写像の表現行列の「対角化」を与えるこ
とを意味している。つまり、線形写像の写像積表現に
おいて採用した線形空間の基底を、各固有空間の基底
ベクトルをもとにして構成するならば、その表現行列
が対角化されることとなる。

5 線形写像の極分解

　

5.1 極分解

線形写像の表現のなかでもその極分解表現は下記の
意味において連続体力学で重要な役割を果たす。そこ
でまず始めに「極分解」の意味を与えておく。
複素数はその大きさと軸からの偏角を用いて極表示

されることを思い出すと、複素数同士の積は長さと角
度の変化という幾何学的作用のもとに計算できる。す
なわち、複素数を他の複素数に変換するには、２つの
幾何学的作用によって表されることになる。
一方、連続体力学では、物体の２点を結ぶ微小線素

ベクトルの変形による変化を考えると、変形前後にお
けるその線素ベクトルの変化は、その長さと角度の変
化、すなわち伸縮的変形と回転的変形の積として表さ
れる。
以上のことをベクトルの線形写像として捉えた場

合、この写像が２つの線形写像の積として表されるこ
とになる。このようなことが線形写像に対して成立す
ることを述べたのが以下に示す線形写像の極分解定理
である。

5.2 線形写像の平方根

線形写像の極分解定理を証明する際に必要となる線
形写像の平方根を定義する。　

定義 線形写像の平方根� �
線形空間V 上のある線形写像T に対して、次式

を満たすような線形写像Aを T の平方根 (square

root)とよぶ。　　

A2 = T (39)� �
実数の場合にはひとつの実数に対して２つの平方根

が存在するが、線形写像の場合には、多数の平方根が
存在することになる。しかし、線形写像が対称性を有
する場合には、以下の定理が成り立つ。　
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定理 非負対称線形写像の平方根� �
ユークリッド線形空間 VE 上の対称線形写像を

T とする。その T が非負（または、正定値）の場

合には、ユニークな対称かつ非負（または、正定

値）の平方根 Aを有する。そこで、その平方根

を A =
√
T と表す。　� �

ここで、V 3
E 上の対称線形写像 T を考える。T の相

異なる３つの固有値を λ, µ, νとすると、T が非負の場
合にはこのすべての固有値は非負の実数となる。既に
示した T の正規直交基底による写像積表現のスペク
トル分解を用いると、次のように表される。　　　

T = λ(e1 ⊙ e1) + µ(e2 ⊙ e2) + ν(e3 ⊙ e3)

T の平方根 Aは、その定義から　　

A =±
√
λ(e1 ⊙ e1)±

√
µ(e2 ⊙ e2)

±
√
ν(e3 ⊙ e3)

として表される。すなわち、　　

A+ :=
√
λ(e1 ⊙ e1) +

√
µ(e2 ⊙ e2)

　　　　　+
√
ν(e3 ⊙ e3)

A− :=−
√
λ(e1 ⊙ e1)−

√
µ(e2 ⊙ e2)

−
√
ν(e3 ⊙ e3)

とすると、A+が非負写像となるので、T の平方根は
次のように与えられる。　　

√
T = A+ (40)

5.3 線形写像の極分解定理

VE 上の各線形写像に対応して、次のような極分解
が与えられる。　

定理　 線形写像の極分解� �
１．ユークリッド線形空間 VE 上の線形写像を

T とすると、次のように２つの線形写像の積とし

て極分解される [3]。　

T = RU, T = V Q (41)

ただし　U, V : VE上の非負対称線形写像 (non-

negative symmetric linear mapping) R,Q : VE

上の直交写像（等長写像）(orthogonal linear map-

ping)

２．可逆な線形写像である場合には、次のような

極分解となり、各分解はユニークとなる [4]。　

T = RU = V R (42)

ただし、U, V : VE 上の非負対称線形写像 R :

VE 上の直交写像� �

なお、連続体力学における変形勾配テンソルは多く
の場合、可逆かつ正値な行列式の値を有するので、上
記の極分解は T ∈ L(VE)

+に対して、次のように与え
られる。　

T = RU = V R

ただし、U, V : VE上の正定値対称線形写像 (positive

definite symmetric linear mapping) R : VE 上の回転
写像 (rotation) (R−1 = Ra, detR = 1)

5.4 線形写像の極分解の写像積表現

連続体力学の変形勾配のテンソルを対象とした場合
の極分解を具体的に表現してみよう。対象とする線形
写像を T ∈ L(V 3

E)とする。T の随伴写像を T aとする
と、次のような正定値対称線形写像C,B ∈ Lpsym(V 3

E)

が定義できる。　

C := T aT

(Ca = (T aT )a = T a(T a)a = T aT = C)

(b · C[b]) = (b · T aT [b]) = (T [b] · T [b]) > 0

B := TT a

(Ba = (TT a)a = (T a)aT a = TT a = B)

(f · B[f ]) = (f · TT a[f ]) = (T a[f ] · T a[f ]) > 0

このような線形写像では、３つの実固有値が正値
となる。さらに、C,B の第１、２，３不変量が等し
いので特性方程式は一致する。そこで、この固有値を
λ > µ > ν > 0とすると「対称線形写像のスペクトル
分解定理」より C,B は次のように表現できる。　

C = λ(u ⊙ u) + µ(v ⊙ v) + ν(w ⊙ w) (43)

B = λ(r ⊙ r) + µ(s ⊙ s) + ν(t ⊙ t) (44)

ただし、ベクトル u,v,w およびベクトル r, s, t は、
C および B の各固有値に対する単位の固有ベクトル
とする。この表現から、5.2節で示した「平方根定理」
より正定値対称線形写像 U, V ∈ Lpsym(V 3

E)が定義で
き、そのスペクトル分解が次のように与えられる。　

U : =
√
C

=
√
λ(u ⊙ u) +

√
µ(v ⊙ v) +

√
ν(w ⊙ w)

(45)

V : =
√
B

=
√
λ(r ⊙ r) +

√
µ(s ⊙ s) +

√
ν(t ⊙ t)

(46)

次に、C と B の各固有ベクトルから成る正規直交
基底 {u,v,w}, {r, s, t}を関係付けるような線形写像
Rを次のように導入する。　

r = R[u], s = R[v], t = R[w]
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この線形写像Rは上記の定義から、RaR = I = R−1R

となり、Ra = R−1 から R ∈ Lorth(V
3
E)である。し

たがって、detR = ±1となる。さらに、スカラー３
重積 [u v w] = [r s t] = 1とすると、detR = 1で
なければならないので、R ∈ L+

orth(V
3
E)となることが

わかる。そこで、この線形写像すなわち、回転写像R

の写像積表現を求めると次のように与えられる。　

R = RI = R(u ⊙ u+ v ⊙ v +w ⊙ w)

= (R[u] ⊙ u) + (R[v] ⊙ v) + (R[w] ⊙ w)

= r ⊙ u+ s ⊙ v + t ⊙ w (47)

以上の結果を用いて極分解を求めると、　

RU =
√
λ(r ⊙ u) +

√
µ(s ⊙ v) +

√
ν(t ⊙ w)

V R =
√
λ(r ⊙ u) +

√
µ(s ⊙ v) +

√
ν(t ⊙ w)

となり、２つの極分解が一致するので、線形写像 T ∈
L+(V 3

E)の写像積表現として次式を得る。　　

T =
√
λ(r ⊙ u) +

√
µ(s ⊙ v) +

√
ν(t ⊙ w) (48)

以上より、可逆線形写像 T の極分解に対する写像積
表現は、T から定義される２つの正定値対称線形写像
C,B の固有値問題を解くことによって得られる固有
値とその固有ベクトルを定めることによって、上記の
ような U, V ∈ Lpsym(V 3

E)および R ∈ L+
orth(V

3
E)から

与えられる。　

6 交代線形写像の表現

6.1 交代線形写像の表現定理

３次元ユークリッド線形空間 V 3
E上の交代（反対称）

線形写像を考える。この写像に対して「軸ベクトル」
とよばれる１つのベクトルが対応することを示す。す
なわち、１つの交代線形写像のベクトルに対する働き
は、その軸ベクトル とのベクトル積として具体化さ
れる。これは、既述（第２講 7.3節）の線形関数のス
カラー積表現に対応し、以下のような交形線形写像の
ベクトル積表現となる [5]。　

定理 交代線形写像の表現定理� �
　３次元ユークリッド線形空間 V 3

E の向きを右手

系と定める。そのような向き付け線形空間上の交

代線形写像をW : V 3
E → V 3

E , W a = −W とす
ると、

∃ v ∈ V 3
E ; W [u] = v × u (∀u ∈ V 3

E) (49)

となる。そこで、交代線形写像W に対して上式

からユニークに定まるベクトル vをW に対応す

る軸ベクトル (axial vector)とよぶ。　� �
　

6.2 交代線形写像の行列表現

　前定理で交代線形写像に対してその働きは、ベク
トル積として表現されることを示した。そこで、その
表現をもとに交代線形写像の表現行列を与えることに
しよう。
３次元ユークリッド線形空間 V 3

E に右手系の基底
G = {gi}を採用すると、３つのベクトルはその線形
結合として、　

u = uigi, v = vigi, w = wigi

と表される。表現定理とベクトル積の定義を用いると、
　

W [u] =W [ujgi] = ujW [gj ] = ujW i
jgi

= v × u = εijkv
iujgk = εljkv

lujgkigi

= w = wigi

から次のような関係を得る。　

wi =W i
ju

j = εljkg
kivluj ,

W i
j = εljkg

kivl, vi =
1

2
εijkgklW

l
j (50)

ここで、基底Gに対するベクトル u,wの列ベクトル
表現を与えると、上記の式は、次のように行列表現さ
れる。　w

1

w2

w3

 =

W
1
1 W 1

2 W 1
3

W 2
1 W 2

2 W 2
3

W 3
1 W 3

2 W 3
3


u

1

u2

u3


　

=

g
1lεk1lv

k g1lεk2lv
k g1lεk3lv

k

g2lεk1lv
k g2lεk2lv

k g2lεk3lv
k

g3lεk1lv
k g3lεk2lv

k gslεk3lv
k


u

1

u2

u3


なお、この行列表現を基底 Gの代わりに右手系正規
直交基底 S+ = {ei}を採用して表現し直すと次のよ
うになり、交代線形写像の働きが簡明に表されること
になる。w̃

1

w̃2

w̃3

 =

 0 −ṽ3 ṽ2

ṽ3 0 −ṽ1

−ṽ2 ṽ1 0


ũ

1

ũ2

ũ3

 (51)

ただし、各ベクトルは基底 S+に関してu = ũiei,v =

ṽiei,w = w̃ieiと表されている。この表現より、交代
線形写像W の基底 S+ に関する表現行列は、ベクト
ル v の基底 S+ に関する３つの成分 ṽ1, ṽ2, ṽ3 によっ
て表されることが分かる。すなわち、交代線形写像W

はベクトル vに対応し、このベクトルがW の軸ベク
トルとなる。
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6.3 交代線形写像の写像積

次に、交代線形写像の写像積表現を考える。6.2で
与えた基底 Gを採用すると、　

W [u] = ujW [gj ] =W i
jgi u

j =W i
jgi(g

j · u)

=W i
j(gi ⊙ gj)[u]

から、交代線形写像Wは次のように写像積表現される。
　　

W =W i
j(gi ⊙ gj) =W i

jgki(g
k ⊙ gj) (52)

ここで、前節で示したベクトル表現の結果を用いると、
　

W = gkj(εlimv
lgmj)(gk ⊙ gi)

= εlikv
l(gk ⊙ gi)

= v1(g3 ⊙ g2 − g2 ⊙ g3)

+ v2(g1 ⊙ g3 − g3 ⊙ g1)

+ v3(g2 ⊙ g1 − g1 ⊙ g2)

となる。なお、ここで写像W の交代性 (W a = −W )

を考慮するとW の各成分は次のような交代条件を満
たさなければならない。　

gijW
j
k + gkjW

j
i = 0 (Wik +Wki = 0) (53)

この交代条件を考慮して交代線形写像W の基底G−1⊙
G−1に関する表現行列を与えると次のようになる。　

[W ] =

g1jW
j
1 g1jW

j
2 g1jW

j
3

g2jW
j
1 g2jW

j
2 g2jW

j
3

g3jW
j
1 g3jW

j
2 g3jW

j
3



=

 0 g1jW
j
2 g1jW

j
3

−g1jW j
2 0 g2jW

j
3

−g1jW j
3 −g2jW j

3 0



=

 0 −v3 v2

v3 0 −v1

−v2 v1 0


すなわち、W に対するこの行列表現は、軸ベクトル
vの基底 Gに関する３つの成分 v1, v2, v3 で表される
ことになり、既に式 (51)で示した表現行列に対応し
ていることが分かる。

7 高階テンソル

これまで２階混合テンソルとしての線形写像の表現
について述べてきた。第４講では、スカラー・ベクト
ル・テンソル場の微分積分を考える。その際、テンソル
場の微分量は高階テンソル場になる。したがって、３
階テンソル以上の高階テンソルの知識が必要となる。
そこで、本章では、一例として、３階テンソルについ
て述べておく。

３階テンソルとして、次の線形写像L : VE → L(VE)

に限定して考える。この写像の表現は、VEの基底G =

{gi}と L(VE)の基底 {gi ⊙ gj}を用いることによっ
て、次のように表される。　

L[u] = L[ujgj ] = ujL[gj ]

= Lk
mj(gk ⊙ gm)uj

= Lk
mj(gk ⊙ gm)(gj · u)

( L[gj ] := Lk
mj(gk ⊙ gm) )

　
上記の表現において、写像積 (gk ⊙ gm)と基底ベク

トル gj との“新しい写像積”を次のように定義する。
　

((gk ⊙ gm)⊙ gj)[u] := (gk ⊙ gm)(gj · u)

= gk ⊙ ((gm ⊙ gj)[u]) (54)

さらに上式より基底ベクトル gk と写像積 (gm ⊙ gj)

との新しい写像積を次のように定義すると、　

(gk ⊙ (gm ⊙ gj))[u] := gk ⊙ ((gm ⊙ gj)[u])　 (55)

となるので任意のベクトルuに対して、次のような新
しい写像積に関する「結合則」を得る。　

(gk⊙gm)⊙gj = gk⊙(gm⊙gj) ≡ gk⊙gm⊙gj (56)

以上の結果、線形写像 L ∈ L(VE , L(VE))は次のよ
うに３つの基底ベクトルの新しい写像積を用いて表さ
れ、３階混合テンソルとして位置づけられる。　

L = Lk
mj((gk ⊙ gm)⊙ gj)

= Lk
mj(gk ⊙ (gm ⊙ gj))

≡ Lk
mj(gk ⊙ gm ⊙ gj) (57)
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